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abstract. Early in [1] some categorical constructions were intro-
duced which describe the inner structure of the category of logical
systems. Since this structure both the topos and complemented topos
were featured by, then following Benabou-Mitchell's approach the inner
language is introduced which is not a standard topos language but an
extended one rendering the construction of the language for so-called
H-B-logic whose algebraic models are semi-Boolean algebras. McLarty's
sequential version of topos logic is extended to the case of the category
of logical systems and the �nal inner logic formulation is based on the
sequential formulation of H-B-logic.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âíóòðåííèé ÿçûê òîïîñà, äóàëüíûé âíóòðåííèé
ÿçûê, ëîãèêà òîïîñà, êàòåãðèÿ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, H-B-ëîãèêà.

1 Ââåäåíèå
Êàê èçâåñòíî, óíèâåðñàëüíàÿ ëîãèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùóþ
òåîðèþ ëîãèê, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê îñîáàÿ ðàçíîâèäíîñòü ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê óíèâåðñàëüíàÿ
àëãåáðà ðàññìàòðèâàåò êîíêðåòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (ñì.
[4, c. 6]). Òåîðåòèêî-êàòåãîðíûé ïîäõîä, êîãäà ëîãè÷åñêèå ñè-
ñòåìû îáúåäèíÿþòñÿ â êàòåãîðèþ ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñíàáæà-
åò íàñ íåêîòîðûì ôóíäàìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ óíèâåðñóìà
óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà óäàåòñÿ ââåñòè
êàòåãîðíûå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå íàðÿäó ñ êîïðîèçâåäåíèÿìè,
ëåæàùèìè â îñíîâå ðàññëîåíèÿ ëîãèê, îïèñûâàþò âíóòðåííþþ
ñòðóêòóðó êàòåãîðèè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Êàê îêàçàëîñü, ïîäîá-
íûé óíèâåðñóì óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êàê
òîïîñà, òàê è ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîãî äîïîëíÿþùåãî òîïîñà, ÷òî
áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ðàáîòàõ [2, 9].

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÃÍÔ â ðàìêàõ
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ïðîåêòà ÐÃÍÔ � 06-03-00195a ¾Ñòðóêòóðà
óíèâåðñàëüíîãé ëîãèêè¿.
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Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äëÿ
ñòðóêòóðû óíèâåðñóìà óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè õàðàêòåðíî íàëè-
÷èå è èíòóèöèîíèñòñêîé è ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîé (áðàóýðîâîé)
ñòðóêòóðû. ¾Âíóòðåííÿÿ ëîãèêà¿ òîïîñà, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿ-
åòñÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêîé, ÷òî æå êàñàåòñÿ âíóòðåííåé
ëîãèêè äîïîëíÿþùåãî òîïîñà, òî çäåñü, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóåò
îæèäàòü íàëè÷èå àíòèèíòóèöèîíèñòñêîé (áðàóýðîâîé) ëîãèêè.
Ïîäîáíûå ìåòàëîãè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò ïîñëóæèòü óäîáíûì
ñðåäñòâîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ óòâåðæäåíèé î ëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è
èõ ïåðåâîäàõ. Ñàìà ïî ñåáå ñèñòåìà óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè ïðåä-
ñòàâëÿåò, ïî ñóòè äåëà, ñèñòåìó óíèâåðñàëüíîé ìåòàëîãèêè �
ëîãèêè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ ïåðåâîäîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà òî÷íîãî îïèñà-
íèÿ ýòîé âíóòðåííåé ëîãèêè óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè. Ïîêàçàíî,
÷òî îíà îñíîâûâàåòñÿ íà ñåêâåíöèàëüíîé ôîðìóëèðîâêå Í-Â-
ëîãèê.

Â îáùåì âèäå ñàìè òåîðåòèêî-êàòåãîðíûå êîíñòðóêöèè, îïè-
ñûâàþùèå ñòðóêòóðó óíèâåðñóìà óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè, ìîæ-
íî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàòåãîðèþ ñèãíàòóð
Sig, íàä êîòîðîé íàäñòðàèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì
Log, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Îáúåêòû: ôóíêöèè Σ → N, ãäå Σ èíòóèòèâíî ïîíèìàåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî ñâÿçîê, à ôóíêöèè � êàê àññîöèèðóþùèå
ñî ñâÿçêîé åå àðíîñòü;

• Ìîðôèçìû: ìîðôèçì Σ → Σ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîìî-
ìîðôèçì ìåæäó àáñîëþòíî ñâîáîäíûìè àëãåáðàìè íàä Σ
è Σ′ñîîòâåòñòâåííî. Èíà÷å èõ ìîæíî îïèñàòü êàê îòîáðà-
æåíèÿ Σ → F (Σ′) , ñîïîñòàâëÿþùèå ïðèìòèâíîé n-àðíîé
ñâÿçêå âîçìîæíóþ ïðîèçâîäíóþ n-àðíóþ ñâÿçêó.

Êðàòêî êàòåãîðèÿ Log ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðàÿ áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà èññëåäîâàíèÿ,
îïèñûâàåòñÿ âî âòîðîì ïàðàãðàôå.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ âíóòðåííèé ÿçûê êà-
òåãîðèè Log. Âíà÷àëå ñòðîèòñÿ îáû÷íûé âíóòðííèé ÿçûê òî-
ïîñà (ïîñêîëüêó Log îáëàäàåò ñòðóêòóðîé òîïîñà), çàòåì ñòðî-
èòñÿ äóàëüíûé åìó âíóòðåííèé ÿçûê (ïîñêîëüêó Log îáëàäàåò
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ñòðóêòóðîé è äîïîëíÿþùåãî òîïîñà) è, íàêîíåö, ôîðìóëèðóåòñÿ
âíóòðåííèé ÿçûê, îñíîâûâàþùèéñÿ íà êîíñòðóêöèè ÿçûêà äëÿ
òàê íàçûâàåìîé Í-Â-ëîãèêè, ÷üèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìîäåëÿìè
ÿâëÿþòñÿ ïîëóáóëåâû àëãåáðû.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ âíóòðåííÿÿ ëîãèêà êà-
òåãîðèè Log, äàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà âíóòðåííåé
ëîãèêè Log. Ýòà ôîðìóëèðîâêà ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàñ-
øèðåíèåì ñåêâåíöèàëüíîé ôîðìóëèðîâêè âíóòðåííåãî ÿçûêà òî-
ïîñà (â âåðñèè Ìàêëýðòè), à ñäðóãîé ñòîðîíû, îñíîâûâàåòñÿ
íà ñåêâåíöèàëüíîé ôîðìóëèðîâêå Í-Â-ëîãèêè, ïðåäëîæåííîé
Ö. Ðàóøåð.

2 Êàòåãîðèÿ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì Log
Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ôîðìàëèçìà, ñëóæàùåãî ôóíäà-
ìåíòîì ïîñòðîåíèÿ êàòåãîðèè ëîãè÷åñèõ ñèñòåì. Êàê è â [1,
c.109�114] áóäåì èìåòü äåëî ñ ëîãè÷åñêèì ÿçûêîì, êîòîðûé ñâî-
áîäíî ïîðîæäåí íåêîòîðîé ñèãíàòóðîé, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ, êàê
ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ, êîíñòðóêòîðû ðàçëè÷íîé ìåñòíîñòè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ñèãíàòóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíäåêñèðî-
âàííîå ìíîæåñòâî Σ = {Σn}n∈N, ãäå êàæäîå Σn ÿâëÿåòñÿ n-
àðíûì êîíñòðóêòîðîì.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ âêëþ÷åíî â Σ0.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 2. ßçûê íàä äàííîé ñèãíàòóðîé Σ, êîòîðûé
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ LΣ, ñòðîèòñÿ èíäóêòèâíî îáû÷íûì ñïîñî-
áîì:

• Σ0 ⊆ LΣ;

• åñëè n ∈ N, ϕ1, . . . , ϕn ∈ LΣ è c ∈ Σn, òî c(ϕ1, . . . , ϕn) ∈
LΣ.

Áóäåì íàçûâàòü Σ-ôîðìóëàìè ýëåìåíòû LΣ, èëè ïðîñòî ôîð-
ìóëàìè, êîãäà Σ ÿñíî èç êîíòåêñòà.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Ëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïàðîé L =
〈Σ, `〉, ãäå Σ åñòü ñèãíàòóðà, à ` ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð
ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé â LΣ (â ñìûñëå Òàðñêîãî, ñì. [10]),



Âíóòðåííÿÿ ëîãèêà óíèâåðñàëüíîé ëîãèêè 61

ò. å. `: 2LΣ → 2LΣ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îáëàäàþùåé ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè äëÿ êàæäûõ Γ, Φ ⊆ LΣ :

• Ýêñòåíñèâíîñòü: Γ ⊆ Γ`;

• Ìîíîòîííîñòü: åñëè Γ ⊆ Φ, òî Γ` ⊆ Φ`;

• Èäåìïîòåíòíîñòü: (Γ`)` ⊆ Γ`.

Çäåñü Γ` åñòü ìíîæåñòâî ñëåäñòâèé Γ. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ îáù-
íîñòè íå áóäåì òðåáîâàòü çäåñü è â äàëüíåéøåì, ÷òîáû îïåðàòîð
ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé áûë ôèíèòíûì, è òåì áîëåå ñòðóêòóð-
íûì.

Ïîñêîëüêó íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå âûðàçè-
òåëüíóþ ñèëó äàííîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, íàì ïðèäåòñÿ ññû-
ëàòüñÿ íà åå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè (ïðèìèòèâíûå èëè ïðîèçâîä-
íûå). Áóäåì ñ÷èòàòü ðàç è íàâñåãäà çàôèêèñèðîâàííûì ìíîæå-
ñòâî Ξ = {ξi}i∈N ìåòàïåðåìåííûõ. Äëÿ äàííîé ñèãíàòóðû Σ è
k ∈ N áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Lk

Σ îïðåäåëåííûì èíäóê-
òèâíî:

• {ξ1, . . . , ξk} ⊆ Lk
Σ;

• Σ0 ⊆ Lk
Σ;

• åñëè n ∈ N, ϕ1, . . . , ϕn ∈ Lk
Σ è c ∈ Σn, òî c(ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Lk

Σ.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì LΣ = L0
Σ. Äëÿ äàííîãî ϕn ∈ Lk

Σ áóäåì
çàïèñûâàòü êàê ϕ(ξ1\ψ1, . . . , ξk\ψk) ôîðìóëó, ïîëó÷àåìóþ èç ϕ
îäíîâðåìåííîé çàìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ ξ1 â ϕ íà ψi äëÿ
êàæäîãî i ≤ k.

Ïðîèçâîäíàÿ ñâÿçêà ìåñòíîñòè k ∈ N ÿâëÿåòñÿ λ-òåðìîì d =
λξ1, . . . , ξk.ϕ, ãäå ϕ ∈ Lk

Σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DCk
Σ ìíîæåñòâî âñåõ

ïðîèçâîäíûõ k-ìåñòíûõ ñâÿçîê íàä Σ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè c ∈ Σn

ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé ñâÿçêîé, òî îíà òàêæå ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ñâÿçêà c = λξ1, . . . , ξk.c(ξ1, . . . , ξk).
Äëÿ äàííîé ïðîèçâîäíîé ñâÿçêè d = λξ1, . . . , ξk.ϕ áóäåì ïèñàòü
d(ψ1, . . . , ψn) âìåñòî ϕ(ξ1\ψ1, . . . , ξk\ψk).

Ðàçëè÷íûå ÿçûêè, ïîðîæäåííûå ðàçëè÷íûìè ñèãíàòóðàìè,
ìîãóò ïåðåâîäèòüñÿ äðóã â äðóãà ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ìîðôèç-
ìà, êîãäà ïðèìèòèâíûå ñâÿçêè îäíîé ñèãíàòóðû îòîáðàæàþòñÿ
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â ïðîèçâîäíûå ñâÿçêè äðóãîé ñèãíàòóðû ñ ñîõðàíåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìåñòíîñòè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 4. Äëÿ äàííûõ ñèãíàòóð Σ1 è Σ2 ìîðôèçì
ñèãíàòóð h : Σ1 → Σ2 ÿâëÿåòñÿ N-èíäåêñèðîâàííûì ñåìåéñòâîì
ôóíêöèé h = {hn : Σn

1 → DCn
Σ2
}n∈N.

Äëÿ äàííîãî ìîðôèçìà ñèãíàòóð h : Σ1 → Σ2 îïðåäåëÿåì åãî
ñâîáîäíûå ðàñøèðåíèÿ h : Lk

Σ1
→ Lk

Σ2
äëÿ k ∈ N ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

• h(ξi) = ξi, åñëè ξi ∈ Ξ;

• h(c) = h0(c), åñëè c ∈ Σ0
1;

• h(c(ϕ1, . . . , ϕn)) = h0(c)(h(ϕ1), . . . , h(ϕn)), åñëè c ∈ Σn
1 .

Ôóíêöèþ ïåðåâîäà h, óäîâëåòâîðÿþùóþ âûøåèçëîæåííûì
òðåáîâàíèÿì, áóäåì íàçûâàòü óíèôèöèðîâàííîé.

Ñèãíàòóðû è èõ ìîðôèçìû îáðàçóþò êàòåãîðèþ Sig ñ
òîæäåñòâàìè idΣ : Σ1 → Σ2, òàêèìè, ÷òî idn

Σ(c) = λξ1, . . . ,
ξk.c(ξ1, . . . , ξk) äëÿ êàæäîãî n ∈ N è c ∈ Σn, à êîìïîçèöèÿ ìîð-
ôèçìîâ ñèãíàòóð f : Σ1 → Σ2 è g : Σ2 → Σ3 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
êàê g ◦ f : Σ1 → Σ3, òàêàÿ, ÷òî (g ◦ f)n(c) = ξ1, . . . , ξn.g(ϕ),
ïîëàãàÿ, ÷òî fn(c) = λξ1, . . . , ξn.ϕ.

Óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ óíèôèöèðîâàííûõ ïåðåâîäîâ ñêàçû-
âàåòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå ïîíÿòèÿ ìîðôèçìà ìåæäó ëîãè÷åñêè-
ìè ñèñòåìàìè. Äëÿ äàííîé ôóíêöèè h : LΣ1 → LΣ2 ñ Φ ⊆ LΣ1

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî h[Φ] = {h(ϕ) : ϕ ∈ Φ}.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò
ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ìîðôèçì ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì h : L1 →
L2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîðôèçì ñèãíàòóð h : Σ1 → Σ2, òàêîé,
÷òî h[Φ`1 ] ⊆ h[Φ]`2 äëÿ êàæäîãî Φ ⊆ LΣ1 .

Ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ìîðôèçìû îáðàçóþò êîíêðåòíóþ
êàòåãîðèþ Log íàä Sig.

Òåîðèåé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû L = 〈Σ,`〉 ÿâëÿåòñÿ, êàê îáû÷-
íî, ìíîæåñòâî Φ ⊆ LΣ, òàêîå, ÷òî Φ` = Φ. Îáîçíà÷èì êàê
Th(L) ìíîæåñòâî âñåõ òåîðèé L. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Th(L), óïîðÿäî÷åííîå ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ, âñåãäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 6. Ïðîñòðàíñòâî òåîðèé åñòü ïîëíàÿ ðåøåò-
êà tsp = 〈Th, ≤〉, ò. å. ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤ íà ìíîæåñòâå Th,
òàêîé, ÷òî êàæäîå T ⊆ Th èìååò íàèìåíüøóþ âåðõíþþ ãðàíü
(èëè ïåðåñå÷åíèå)

∨
T .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äàííîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû L = 〈Σ,`〉 ñòðóê-
òóðà tspL = 〈Th(L), ⊆〉 âñåãäà áóäåò ïðîñòðàíñòâîì òåîðèé (ñì.,
íàïð., [5]). Áîëåå òîãî, ïåðåâîäû ÿçûêîâ, àññîöèèðîâàííûå ñ ìîð-
ôèçìàìè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, âñåãäà äåéñòâóþò íà îïåðàòîðû
ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïðîñòðàíñòâàõ òåîðèé ñîõðàíÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 7. Ïóñòü tsp1= 〈Th1,≤1〉 è tsp2 = 〈Th2,≤2〉
áóäóò ïðîñòðàíñòâàìè òåîðèé. Ìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ òåîðèé
h : tsp1 → tsp2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ h : Th1 → Th2

òàêóþ, ÷òî h(
∨

1T ) =
∨

2 h[T ] äëÿ êàæäîãî T ⊆ Th.
Ïðîñòðàíñòâà òåîðèé è èõ ìîðôèçìû îáðàçóþò êàòåãîðèþ

Tsp ñ îáû÷íûìè òîæäåñòâàìè è êîìïîçèöèåé ôóíêöèé. Áîëåå
òîãî, îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà òåîðèé, èíäóöèðîâàííîãî ëîãè-
÷åñêîé ñèñòåìîé, ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî íà ñëó÷àé ôóíêòîðà.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 8. Îòîáðàæåíèÿ

• Th(h : L1 → L2) : tsp1 → tsp2, ñ Th(h)(Φ) = h[Φ]`2 â L2 =
〈Σ2, `2〉 äëÿ êàæäîãî Φ ∈ Th(L1),

îáðàçóþò ôóíêòîð Th :Log→Tsp.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Th ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîïðÿæåííûé

ôóíêòîð, íî áîëåå èíòåðåñíî äëÿ íàñ ïîíÿòèå ýêâèïîëëåíòíî-
ñòè, îñíîâàííîå íà Th (ñì. [5, p. 107]), êîòîðîå ïîçâîëÿåò îïè-
ñàòü ¾ñõîäñòâî¿ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Íî âíà÷àëå íàïîìíèì õà-
ðàêòåðèñòèêó èçîìîðôèçìà â êàòåãîðèÿõ ñèãíàòóð Sig è Log.
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 9. Äâå ñèãíàòóðû Σ1 è Σ2 èçîìîðôíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî áèåêöèé h =
{hn : Σn

1 → Σn
1}n∈N.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 10. Äâå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû L1 = 〈Σ1,`1〉
è L2 = 〈Σ2,`2〉 èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò èçîìîðôèçì ñèãíàòóð h : Σ1 → Σ2 òàêîé, ÷òî h[Φ`1 ] =
h[Φ]`2 äëÿ êàæäîãî Φ ⊆ LΣ1.
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Íàêîíåö, ñ ïîìîøüþ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ââåñòè
ïîíÿòèå ýêâèïîëëåíòíîñòè:
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 11. Äâå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû L1 = 〈Σ1,`1〉 è
L2 = 〈Σ2,`2〉 ýêâèïîëëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò Log-ìîðôèçìû
h : L1 → L2 è g : L2 → L1 òàêèå, ÷òî Th(h) è Th(g) óñòàíàâëèâà-
þò èçîìîðôèçì ìåæäó tspL1 è tspL2 â ñëó÷àå Th(h) = Th(g)−1.

Ôàêòè÷åñêè èçîìîðôèçìû â Log îáðàçóþò ñïåöèàëüíûé ñëó-
÷àé ýêâèïîëëåíòíîñòè è ýêâèïîëëåíòíûå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû
âñåãäà òðåáóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôíîñòè ëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Áîëåå òîãî, ìîæíî äàòü àëüòåðíàòèâíóþ õàðàê-
òåðèñòèêó ýêâèïîëëåíòíîñòè â òåðìèíàõ âíóòðåííåãî ïîíÿòèÿ
ëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè êàæäîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû L =
〈Σ,`〉 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå ôîðìóëû ϕ,ψ ∈ LΣ

ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû â L, ϕ ≡L ψ, åñëè îäíîâðåìåííî èìå-
åò ìåñòî ϕ ∈ {ψ}` è ψ ∈ {ϕ}`, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, åñëè
{ϕ}` = {ψ}`. Ñëåäóþùà ëåììà èç [5, p.108] ïîêàçûâàåò, ÷òî òåî-
ðèè ñèñòåìû L ôàêòè÷åñêè íåçàâèñèìû, ïî ìîäóëþ ëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë, îò ñïîñîáà èõ ïðåäñòàâëåíèÿ.
ËÅÌÌÀ 12. Ïóñòü Φ, Γ ⊆ LΣ. Òîãäà Φ` = Γ` âñÿêèé ðàç, êîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

• äëÿ êàæäîé ϕ ∈ Φ ñóùåñòâóåò ϕ′∈ Γ òàêàÿ, ÷òî ϕ ≡L ϕ′;

• äëÿ êàæäîé ψ ∈ Γ ñóùåñòâóåò ψ′∈ Φ òàêàÿ, ÷òî ψ ≡L ψ′.

Àëüòåðíàòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîíÿòèÿ ýêâèïîëëåíòíîñòè
ìîæåò áûòü äàíà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ [5, p. 108].
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 13. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 ÿâ-
ëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Òîãäà L1 è L2 ýêâèïîëëåíò-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò Log-ìîðôèçìû
h : L1 → L2 è g : L2 → L1 òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
äâà óñëîâèÿ:

• ϕ ≡L1 g(h(ϕ)) äëÿ êàæäîé ϕ ∈ LΣ1;

• ψ ≡L2 h(g(ψ)) äëÿ êàæäîé ψ ∈ LΣ2.

Êàê ïîêàçàíî â [1], â êàòåãîðèè Log ñóùåñòâóþò êîïðîèçâåäå-
íèÿ, êîòîðûå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
îïðåäåëåíèÿ:
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 14. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò
ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Òîãäà èõ êîïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëî-
ãè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈Σ1,`1〉 ⊕ 〈Σ2,`2〉 = 〈Σ1 ⊕ Σ2,`1⊕2〉, ãäå `1⊕2

åñòü îïåðàòîð ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé `1⊕2: 2Li1(Σ1)∪i2(Σ2) →
2Li1(Σ1)∪i2(Σ2) òàêîé, ÷òî

• Γ `i ϕ âëå÷åò Γ `1⊕2 ϕ äëÿ âñåõ Γ ∪ {ϕ} ∈ LΣi(i = 1, 2)

è i1, i2 ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè êîïðîèçâåäåíèÿ Σ1 ⊕ Σ2.
Îäíàêî â Log åäèíñòâåííîñòü ñòðåëîê ñîîòâåòñòâóþùèõ äèà-

ãðàìì èìååò ìåñòî ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ≡, îñíîâàííîì íà ýêâèïîëëåíòíîñòè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 15. Òîæäåñòâî Log-ìîðôèçìîâ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàèìåíüøåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≡ ìåæäó ìîð-
ôèçìàìè, òàêîå, ÷òî

• f ≡ g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dom(f) ýêâèïîëëåíòíà
dom(g) è codom(f) ýêâèïîëëåíòíà codom(g), ò. å. L1 è L2

ýêâèïîëëåíòíû, òàê æå êàê è L′1 ýêâèïîëëåíòíà L′2, äëÿ
ìîðôèçìîâ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì f : L1 → L2, f

′ : L′1 → L′2;

• gf = h âëå÷åò gf ≡ h;

• f ≡ f ′ è g ≡ g′ âëå÷åò gf ≡ g′f ′;

• fidΣ1 ≡ f ≡ idΣ2f ;

• (hg)f ≡ h(gf)

äëÿ âñåõ f, f ′ : L1 → L2, g, g′ : L2 → L3, h : L3 → L4.
L1 è L2 ýêâèïîëëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóþò Log-ìîðôèçìû h : L1 → L2 è g : L2 → L1, òàêèå, ÷òî
ϕ ≡L1 g(h(ϕ)) äëÿ âñÿêîé ϕ ∈ LΣ1 è ψ ≡L2 h(g(ψ)) äëÿ âñÿêîé
ψ ∈ LΣ2 . Îòñþäà ïåðâîå óñëîâèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê
f ≡ g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþòñÿ, âî-ïåðâûõ, Log-
ìîðôèçìû h : L1 → L′1 è g : L′1 → L1 òàêèå,÷òî ϕ ≡L1 g(h(ϕ))
äëÿ ëþáîé ϕ ∈ LΣ1 è ψ ≡L′1 h(g(ψ)) äëÿ ëþáîé ψ ∈ LΣ′1 , è, âî-
âòîðûõ, Log-ìîðôèçìû h′ : L2 → L′1 è g′ : L′2 → L2 òàêèå, ÷òî
ϕ ≡L2 g(h(ϕ)) äëÿ ëþáîé ϕ ∈ LΣ2 è ψ ≡L′2 h(g(ψ)) äëÿ ëþáîé
ψ ∈ LΣ′2 .
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Îòñþäà îïðåäåëåíèå 15 äîëæíî áûòü ðàñøèðåíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 16. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè≡ ìåæäó Log-
ìîðôèçìàìè, ðàññìîòðåííîå âûøå, äîëæíî òàêæå óäîâëåòâî-
ðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• åñëè [f, g] = h, òî [f, g] ≡ h, è ò.ä.;

• åñëè f ≡ f ′ è g ≡ g′, òî [gf ] ≡ [g′f ′];

• [f, g]i1 ≡ f, [f, g]i2 ≡ g, è ò.ä.

äëÿ âñåõ f, f ′ : L1 → L2, g, g′ : L2 → L3.
Êîíñòðóêöèÿ àìàëüãàì â êàòåãîðèè Log âûãëÿäèò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 17. Ïóñòü L = 〈Σ,`〉,L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 =
〈Σ2,`2〉 áóäóò ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è f1 : Σ → Σ1, f2 : Σ → Σ2

áóäóò èíúåêòèâíûìè ìîðôèçìàìè ñèãíàòóð. Òîãäà èõ àìàëü-
ãàìîé ÿâëÿåòñÿ L1ª2 = 〈Σ1,`1〉 ⊕f1Σf2 〈Σ2,`2〉 = 〈Σ1 ⊕f1Σf2

Σ2,`(1ª2)〉 = q(〈Σ1,`1〉 ⊕ 〈Σ2,`2〉), ãäå
• ìîðôèçì ñèãíàòóð q : Σ1 ⊕ Σ2 → Σ1 ⊕f1Σf2 Σ2 ÿâëÿåòñÿ
êîóðàâíèòåëåì i1 ◦f1 : Σ → Σ1⊕Σ2 è i2 ◦f2 : Σ → Σ1⊕Σ2;

• `1ª2 åñòü îïåðàòîð ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé `1ª2:
2LΣ∪i1(Σ1\f1(Σ))∪i2(Σ2\f2(Σ)) → 2LΣ∪i1(Σ1\f1(Σ))∪i2(Σ2\f2(Σ)) ;

• L1ª2 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñèñòåìîé äëÿ tspL1ª2 =
〈Th(L1ª2), ⊆〉, â êîòîðîé Γ `i ϕ âëå÷åò Γ `1ª2 ϕ äëÿ
êàæäîãî Γ ∪ {ϕ} ∈ LΣi(i = 1, 2).

Â Log ñóùåñòâóþò òàêæå ïðîèçâåäåíèÿ è îáðàòíûå îáðàçû,
êîíñòðóêöèÿ êîòîðûõ äàåòñÿ ñëåäóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 18. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 � ëî-
ãè÷åñêèå ñèñòåìû. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ 〈Σ1,`1〉 ⊗
〈Σ2,`2〉 = 〈Σ1⊗Σ2,`1⊗2〉, ãäå `1⊗2 åñòü îïåðàòîð ïðèñîåäèíåíèÿ
ñëåäñòâèé `1⊗2: 2Lpr1(Σ1⊗Σ2)×pr2(Σ1⊗Σ2) → 2Lpr1(Σ1⊗Σ2)×pr2(Σ1⊗Σ2) òà-
êîé, ÷òî

• 〈Γ1, Γ2〉 `1⊗2 〈ϕ1, ϕ2〉 âëå÷åò Γi `i ϕi äëÿ êàæäîãî Γi ∪
{ϕi} ∈ LΣi(i = 1, 2);
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à pr1, pr2 ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè ïðîèçâåäåíèÿ Σ1 ⊗ Σ2.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 19. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò
ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è f1 : Σ1 → Σ, f2 : Σ2 → Σ áóäóò èíú-
åêòèâíûìè ìîðôèçìàìè ñèãíàòóð. Òîãäà èõ îáðàòíûì îáðàçîì
ÿâëÿåòñÿ
L1¯2 = 〈Σ1,`1〉⊗f1Σf2〈Σ2,`2〉=〈Σ1⊗f1Σf2 Σ2,`1¯2〉=q(〈Σ1,`1〉 ⊗
〈Σ2,`2〉), ãäå

• q : Σ1 ⊗f1Σf2 Σ2 → Σ1 ⊗ Σ2 ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì f1pr1 :
Σ1 ⊗ Σ2 → Σ è f2pr2 : Σ1 ⊗ Σ2 → Σ;

• `1¯2 åñòü îïåðàòîð ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé `1¯2:
2

L
Σ1⊗f1Σf2Σ2 → 2

L
Σ1⊗f1Σf2Σ2 ;

• L1¯2åñòü íàèìåíüøàÿ ñèñòåìà äëÿ tspL1 2̄=〈Th(L1¯2),⊆〉,
â êîòîðîé
〈Γ1, Γ2〉 `1¯2 〈ϕ1, ϕ2〉 âëå÷åò Γi `i ϕi äëÿ êàæäîãî Γi ∪
{ϕi} ∈ LΣi(i = 1, 2).

Ïðè ýòîì îïðåäåëåíèå ≡ â Log ñëåäóåò ðàñøèðèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 20. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè≡ ìåæäó Log-
ìîðôèçìàìè, îïðåäåëåííîå âûøå, äîëæíî òàêæå óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• åñëè 〈f, g〉 = h, òî 〈f, g〉 ≡ h, è ò.ä.;

• åñëè f ≡ f ′ è g ≡ g′, òî 〈gf〉 ≡ 〈g′f ′〉;
• pr1〈f, g〉 ≡ f, pr2〈f, g〉 ≡ g, è ò.ä.

äëÿ âñåõ f, f ′ : L1 → L2, g, g′ : L2 → L3.
Íàêîíåö, â Log ñóùåñòâóþò ýêñïîíåíöèàëû è êîýêñïîíåíöèà-

ëû, îïðåäåëåÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 21. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò
ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Òîãäà êîýêñïîíåíöèàë L2 â L1 åñòü ñè-
ñòåìà L2L1 = 〈Σ1,`1⇐2〉, ãäå `1⇐2îçíà÷àåò `1⇐2: 2LΣ1 → 2LΣ1 ,
òàêîå, ÷òî

• Γ `1⇐2 ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g[Γ] `2 g(ϕ) äëÿ
âñåõ Log-ìîðôèçìîâ g : L1 → L2.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ 22. Ïóñòü L1 = 〈Σ1,`1〉 è L2 = 〈Σ2,`2〉 áóäóò
ëîãè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Òîãäà ýêñïîíåíöèàëîì L2 â L1 ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìà LL2

1 = 〈Σ1,`2⇒1〉, ãäå `2⇒1îçíà÷àåò `2⇒1: 2LΣ1 → 2LΣ1

òàêîé, ÷òî

• Γ `2⇒1 ϕ, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóþò Log-ìîðôèçìû
h : L2 → L1 and g : L1 → L2 òàêèå, ÷òî h(g[Γ]) `1 h(g(ϕ)).

Î÷åâèäíûì îáðàçîì, åñëè L1 è L2 àêñèîìàòèçèðóåìû (ò. å.
ñóùåñòâóþò òàêèå Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ϕ ∈
LΣ1 , ψ ∈ LΣ2 è ∆ ⊆ LΣ1 , Φ ⊆ LΣ2 ìû èìååì, ÷òî åñëè ϕ ∈
(∆)`1 , ψ ∈ (Φ)`2 è ϕ ∈ (Γ1)`1 , ψ ∈ (Γ2)`2), òî â îïðåäåëåíèè
âûøå Γ `2⇒1 ϕ âñÿêèé ðàç, êîãäà h(g(ϕ)) ∈ (Γ1)`1 .

Âñå ðàññìîòðåííûå êîíñòðóêöèè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äîêàçà-
òåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:
ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 23. Log ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì è äîïîëíÿþùèì
òîïîñîì.

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà âûñòóïàåò ëî-
ãè÷åñêàÿ ñèñòåìà Lᵀ = 〈Σᵀ,`ᵀ〉, ãäå Σ0

ᵀ = {>}, è Σk
ᵀ = {>k}

äëÿ k > 0, ãäå >k åñòü k-ìåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ (ò. å.
áèíàðíàÿ, òåðíàðíàÿ è ò.ä.), à `ᵀ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì îïå-
ðàòîðîì ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé (ïîçâîëÿþùèì âûâåñòè âñå
÷òî óãîäíî). Êîíå÷íî, Lᵀ áóäåò òåðìèíàëüíûì îáúåêòîì ëèøü
ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî îáúåê-
òà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó L⊥ = 〈Σ⊥,`⊥〉, ãäå
Σ0
⊥ = {⊥}, è Σk

⊥ = {⊥k} äëÿ k > 0, ãäå ⊥k åñòü k-ìåñòíàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ ôóíêöèÿ (ò. å. áèíàðíàÿ, òåðíàðíàÿ è ò.ä.), à `⊥ ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì îïåðàòîðîì ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé (ïîçâîëÿ-
þùèì âûâåñòè âñå ÷òî óãîäíî). ×òî æå êàñàåòñÿ êëàññèôèöèðó-
þùåãî îáúåêòà, òî îïðåäåëÿåì åãî êàê Ω = 〈ΣΩ,`Ω〉, ãäå Σ0

Ω =
{>,⊥},Σk

1 = {>k,⊥k} äëÿ k > 0 è `Ωÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî
ìàêñèìàëüíûì >-îòíîøåíèåì ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé (ïîçâî-
ëÿþùèì âûâåñòè âñå ÷òî óãîäíî èç > è >k) è ìàêñèìàëüíûì ⊥-
îòíîøåíèåì ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé (ïîçâîëÿþùèì âûâåñòè
âñå ÷òî óãîäíî èç ⊥ è ⊥k). Â êà÷åñòâå êëàññèôèêàòîðà ïîäîáúåê-
òîâ true ìû èìååì true(Σᵀ) = Σᵀ ⊆ ΣΩ è true(`ᵀ) =`ᵀ⊆`Ω, ò. å.
true ñîõðàíÿåò >-ìàêñèìàëüíîñòü. Äëÿ äîïîëíÿþùåãî êëàññè-
ôèêàòîðà îáúåêòîâ false ìû èìååì false(Σᵀ) = Σ⊥ ⊆ ΣΩ è
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false(`ᵀ) =`⊥⊆`Ω, ò. å. false ïðåîáðàçóåò ìàêñèìàëüíîå >-îò-
íîøåíèå ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé â ìàêñèìàëüíîå⊥-îòíîøåíèå
ïðèñîåäèíåíèÿ ñëåäñòâèé.

3 Âíóòðåííèé ÿçûê Log
Êàê èçâåñòíî, êàæäîìó òîïîñó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÿçûê, êîòî-
ðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê óäîáíîå ñðåäñòâî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
âûñêàçûâàíèé îá îáúåêòàõ è ìîðôèçìàõ äàííîãî òîïîñà èëè
äàæå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î íèõ (ñì. [3, c. 172]). Âîñïîëü-
çóåìñÿ âåðñèåé ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííåãî ÿçûêà, ïðèíàäëåæàùåé
Ê. Ìàêëýðòè [6, p. 126], äëÿ îïèñàíèÿ âíóòðåííåãî ÿçûêà Log
êàê òîïîñà.

Âíóòðåííèé ÿçûê òèïèçèðîâàí, â êà÷åñòâå òèïîâ ïðèíèìàþò-
ñÿ îáúåêòû Log2. Òåðìû è èõ òèïû îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî:

(LT1) Êàæäîìó Log-îáúåêòó L ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê ïåðå-
ìåííûõ x1, x2, x3, . . . Êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ íàä L ÿâëÿåòñÿ
òåðìîì òèïà L.

(LT2) Äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà f : L1 → L2 è òåðìà s òèïà L1

âûðàæåíèå fs ÿâëÿåòñÿ òåðìîì òèïà L2. Êàæäûé ìîðôèçì
c : > → L c > â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñàì ÿâëÿåòñÿ
òåðìîì òèïà L (áóäåì íàçûâàòü åãî êîíñòàíòîé òèïà L).
Ïóñòü ! îçíà÷àåò êîíñòàíòó òîæäåñòâåííîãî ìîðôèçìà äëÿ
>.

(LT3) Äëÿ êàæäîãî òåðìà s1 òèïà L1 è s2 òèïà L2 èìååòñÿ òåðì
〈s1, s2〉 òèïà L1 ⊗ L2.

(LT4) Äëÿ êàæäîãî òåðìà s òèïà L2 è ïåðåìåííîé y òèïà L1

èìååòñÿ òåðì (λy)s òèïà LL1
2 .

Ïåðåìåííàÿ x ñâîáîäíà, åñëè òîëüêî îíà íå ñâÿçàíà ëÿìáäà-
îïåðàòîðîì (λx). Áóäåì ïèñàòü (λx.L1), ÷òîáû îòìåòèòü òèï
ïåðåìåííîé. Òåðì áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì. Ïåðåìåííûå íà ñàìîì äåëå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî
èíîå, êàê òåîðèè L.

2Ìàêëýðòè ðàññìàòðèâàåò íå òèïû, à ñîðòà, íî ìû, ñëåäóÿ îáû÷íîé ïðàê-
òèêå, áóäåì ãîâîðèòü î òèïàõ.



70 Â.Ë. Âàñþêîâ

Äëÿ äàííîé ïåðåìåííîé x è òåðìà v òîãî æå ñàìîãî òèïà áóäåì
îáîçíà÷àòü s(x/v) òåðì, âîçíèêàþùèé â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè
v âìåñòî êàæäîãî ñâîáîäíîãî âõîæäåíèÿ x â s. Åñëè íè îäíà èç
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ v íå ñòàíîâèòñÿ ñâÿçàííîé â s(x/v), òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî v ñâîáîäíà äëÿ x â s.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåðì s èìååò òèï L′ è âñå åãî ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå íàõîäÿòñÿ â ñïèñêå y1, . . . , yk, ãäå âñå y-êè ÿâëÿþò-
ñÿ ïåðåìåííûìè íàä L1, . . . ,Lk ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà s ñîîò-
âåòñòâóåò ìîðôèçì |s| : L1 ⊗ · · · ⊗ Lk → L′, êîòîðûé ìû áó-
äåì íàçûâàòü èíòåðïðåòàöèåé s. Èíòóèòèâíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðèïèñûâàíèå çíà÷åíèÿ êàæäîé ïåðåìåííîé, äàþùåå êàæäîé yi

çíà÷åíèå â Li, îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå s. Ïîñêîëüêó ìîðôèçì |s|
äåéñòâèòåëüíî çàâèñèò îò ñïèñêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ,
ñëåäóåò óêàçûâàòü ñïèñîê â çàïèñè.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü x̄ äëÿ ñîêðàùåííîãî îáîçíà÷åíèÿ ñïèñêà
x1, . . . , xn. Â ýòîì ñëó÷àå L1, . . . ,Ln áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
ñïèñîê òèïîâ ïåðåìåííûõ òîãî æå ñàìîãî ïîðÿäêà. Ïåðåìåííàÿ
ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ â ñïèñêå òîëüêî îäíàæäû, íî îáúåêò L áóäåò
ïîÿâëÿòüñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî èìååòñÿ ïåðåìåííûõ íàä L â
ñïèñêå. Äëÿ òåðìà s òèïà L′ è ñïèñêà x̄, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ
âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå èç s, áóäåì ïèñàòü |s|x̄ : L1 ⊗ · · · ⊗
Lk → L′ äëÿ èíòåðïðåòàöèè îòíîñèòåëüíî ñïèñêà x̄. Ìû âñåãäà
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàøè ñïèñêè ïåðåìåííûõ âêëþ÷àþò â
ñåáÿ âñå òå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ñâîáîäíû â òåðìàõ, ê êîòîðûì
ìû èõ ïðèìåíÿåì. Åñëè s íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ,
òî x̄ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïóñòîé ñïèñîê ïåðåìåííûõ, è,
êîíå÷íî, ïðîèçâåäåíèå ïóñòîãî ñïèñêà òèïîâ åñòü >.

Îïðåäåëèì òåïåðü èíäóêòèâíî èíòåðïðåòàöèþ îòíîñèòåëüíî
ñïèñêîâ:

(I1) Äëÿ ëþáîãî ñïèñêà x̄ è ïåðåìåííûõ xi èç ñïèñêà |xi|x̄ áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîåêöèþ L1 ⊗ · · · ⊗ Ln → Li.

(I2) Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà f : L′ → L′′,åñëè s ÿâëÿåòñÿ òåðìîì
òèïà L′, òî |fs|x̄ áóäåò L1⊗· · ·⊗Ln

|s|x̄→ L′ f→ L′′. Äëÿ ëþáîé
êîíñòàíòû c èíòåðïðåòàöèåé |c|x̄ áóäåò L1⊗· · ·⊗Ln → > c→
L′′.

(I3) Äëÿ ëþáûõ òåðìîâ s1 òèïà L′ è s2 òèïà L′′ |〈s1, s2〉|x̄ ïðåä-
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ñòàâëÿåò ñîáîé ìîðôèçì ïàðû â L′ ⊗L′′, èíäóöèðîâàííûé
|s1|x̄ è |s2|x̄.

(I4) Äëÿ ëþáîãî òåðìà s òèïà L′′, åñëè ïåðåìåííîé y íàä L′ íåò
â ñïèñêå x̄, òî |(λy)s|x̄ ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîçèöèåé |s|x̄,y : L1⊗
· · · ⊗Ln⊗L′ → L′′, ò. å. ìîðôèçìîì |s|x̄,y : L1⊗ · · · ⊗Ln →
L′′L′ . Åñëè æå ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ y èìååòñÿ â ñïèñêå x̄,
òî ýòî íåðåëåâàíòíîå ñîâïàäåíèå. Òîãäà ìû çàìåùàåì y â
(λy)s êàêîé-íèáóäü ïåðåìåííîé íàä L′, íå ñîäåðæàùåéñÿ
íè â s, íè â ñïèñêå x̄.

Ñîãëàñíî (LT2) äëÿ ëþáûõ òåðìîâ g òèïà LL1
2 è s òèïà L1

èìååòñÿ òåðì ev(〈g, s〉), êîòîðûé áóäåì çàïèñûâàòü ñîêðàùåííî
êàê g(s). Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü êëàññîîáðàçóþùèé îïåðà-
òîð, çàïèñûâàÿ {x.L1 : s} âìåñòî (λx.L1)s, êîãäà s èìååò òèï Ω.
Äëÿ òåðìà P òèïà ⊗L1 áóäåì ïèñàòü x ∈ P âìåñòî ev(〈P, x〉), à
òàêæå ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü óãëîâûå ñêîáêè, çàïèñûâàÿ f(x, y)
âìåñòî f(〈x, y〉).

Ôîðìóëû áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé òåðìû òèïà Ω. Ñîãëàñíî
(LT2) äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ ñóùåñòâóþò ôîðìóëû ∧(ϕ,ψ)
è → (ϕ,ψ). Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî êàê ϕ∧ ψ è ϕ → ψ. Èìåþòñÿ
òàêæå ôîðìóëû ⊥,¬ϕ.

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ è ïåðåìåííîé y íàä îáúåêòîì L1 ìû
îïðåäåëÿåì ôîðìóëó (∀y.L1)ϕ êàê ñîêðàùåíèå äëÿ ∀L1{y.L1 :
ϕ}, îòêóäà (∀y.L1)ϕ ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì, ÷òî ñàìî ìíîæå-
ñòâî {y.L1 : ϕ} òèïà L1. Èíòåðïðåòàöèÿ äàííîé ôîðìóëû äëÿ
ñïèñêà ïåðåìåííûõ x̄ ñëåäóåò îïðåäåëåíèþ, ò. å. ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé L1 ⊗ · · · ⊗ Ln

|ϕ|x̄,y→ Ω L′ ∀L′→ Ω, åñëè ïåðåìåííàÿ y íå ïîÿâ-
ëÿåòñÿ â ñïèñêå x̄. Åñëè æå îíà åñòü â ýòîì ñïèñêå, òî âíà÷àëå
îíà çàìåíÿåòñÿ íà êàêóþ-íèáóäü íîâóþ ïåðåìåííóþ. Çàìåòèì,
÷òî y ñâÿçàíà â (∀y.L1)ϕ.

Äëÿ ëþáûõ a1 òåðìîâ è a2 òèïà L1 ñòðåëêà δL1 : L1 ⊗L1 → Ω
äàåò òåðì δL1(a1, a2), êîòîðûé ñîêðàùåííî çàïèñûâàåì êàê a1 =
a2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |a1 = a2|x̄ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèöèðóþùåé
ñòðåëêîé óðàâíèòåëÿ |a1|x̄ è |a2|x̄.

Íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ ìîíîìîðôèçìîâ i : L′ ½ L1 è r : L′′ ½
L1⊗L2 áóäåì çàïèñûâàòü ôîðìóëû L′(s) è L′′s1s2 êàê ñîêðàùå-
íèÿ äëÿ χi(s) è χr(s1, s2), ãäå s è s1 ÿâëÿþòñÿ ëþáûìè òåðìàìè
òèïà L1 è s2 ÿâëÿåòñÿ ëþáûì òåðìîì òèïà L2.
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Îäíàêî íàøå ïîñòðîåíèå ÿçûêà Log íà ýòîì íå çàêàí÷èâàåòñÿ,
ïîñêîëüêó Log ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî òîïîñîì, íî è äîïîëíÿþùèì
òîïîñîì. Ìû ïîïîëíÿåì ñïèñîê îïðåäåëåíèé òèïîâ è òåðìîâ ñëå-
äóþùèìè ïóíêòàìè:

(LT5) Äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà f : L1 → L2 è êîòåðìà s òè-
ïà L1 âûðàæåíèå (fs)o = fos ÿâëÿåòñÿ êîòåðìîì òèïà L1.
Êàæäûé ìîðôèçì c : L →⊥ c ⊥ â êà÷åñòâå îáëàñòè çíà-
÷åíèÿ ñàì ÿâëÿåòñÿ êîòåðìîì òèïà L (áóäåì íàçûâàòü åãî
êîêîíñòàíòîé òèïà L). Ïóñòü ? îçíà÷àåò êîêîíñòàíòó òîæ-
äåñòâåííîãî ìîðôèçìà äëÿ ⊥.

(LT6) Äëÿ êàæäîãî êîòåðìà s1 òèïà L1 è s2 òèïà L2 èìååòñÿ
êîòåðì [s1, s2] òèïà L1 ⊕ L2.

(LT7) Äëÿ êàæäîãî êîòåðìà s òèïà L2 è ïåðåìåííîé y òèïà L1

èìååòñÿ êîòåðì s(λy) òèïà L1L2.

Äëÿ êîòåðìà s òèïà L′ è ñïèñêà x̄, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ âñå ñâî-
áîäíûå ïåðåìåííûå èç s, áóäåì ïèñàòü ||s||x̄ : L′ → L1 ⊕ · · · ⊕ Lk

äëÿ êîèíòåðïðåòàöèè îòíîñèòåëüíî ñïèñêà x̄. Îïðåäåëåíèå èí-
òåðïðåòàöèè îòíîñèòåëüíî ñïèñêîâ ïîïîëíÿåòñÿ òåïåðü ñëåäóþ-
ùèìè ïóíêòàìè êîèíòåðïðåòàöèè:

(I5) Äëÿ ëþáîãî ñïèñêà x̄ è ïåðåìåííûõ xi èç ñïèñêà ||xi||x̄ áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èíúåêöèþ Li → L1 ⊕ · · · ⊕ Ln.

(I6) Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà f : L′ → L′′,åñëè s ÿâëÿåòñÿ êîòåð-
ìîì òèïà L′′, òî ||fos||x̄ áóäåò L′′ f−1

→ L′ ||s||x̄→ L1 ⊕ · · · ⊕ Ln.
Äëÿ ëþáîé êîêîíñòàíòû c êîèíòåðïðåòàöèåé ||c||x̄ áóäåò
L′′ cO→⊥→ L1 ⊕ · · · ⊕ Ln.

(I7) Äëÿ ëþáûõ êîòåðìîâ s1 òèïà L′ è s2 òèïà L′′ ||[s1, s2]||x̄
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîðôèçì ïàðû èç L′ ⊕ L′′, èíäóöèðî-
âàííûé ||s1||x̄ è ||s2||x̄.

(I8) Äëÿ ëþáîãî êîòåðìà s òèïà L′′, åñëè ïåðåìåííîé y íàä
L′ íåò â ñïèñêå x̄, òî ||s(λy)||x̄ ÿâëÿåòñÿ êîòðàíñïîçèöè-
åé ||s||x̄,y : L′′ → L1 ⊕ · · · ⊕ Ln ⊕ L′, ò. å. ìîðôèçìîì
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||s||x̄,y :L′ L′′ → L1 ⊕ · · · ⊕ Ln. Åñëè æå ñâÿçàííàÿ ïåðåìåí-
íàÿ y èìååòñÿ â ñïèñêå x̄, òî ýòî íåðåëåâàíòíîå ñîâïàäåíèå.
Òîãäà ìû çàìåùàåì y â s(λy) êàêîé-íèáóäü ïåðåìåííîé íàä
L′, íå ñîäåðæàùåéñÿ íè â s, íè â ñïèñêå x̄.

Ñîãëàñíî (LT5) äëÿ ëþáûõ êîòåðìîâ g òèïà L1L2 è s òèïà
L1 èìååòñÿ êîòåðì evo([g, s]), êîòîðûé áóäåì çàïèñûâàòü ñîêðà-
ùåííî êàê gos. Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü êîêëàññîîáðàçóþùèé
îïåðàòîð, çàïèñûâàÿ {x.L1 : s}o âìåñòî s(λx.L1), êîãäà s èìå-
åò òèï Ω. Äëÿ òåðìà P òèïà L1⊗ áóäåì ïèñàòü x ∈o P âìåñòî
evo([P, x]), à òàêæå ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü óãëîâûå ñêîáêè, çàïè-
ñûâàÿ fo(x, y) âìåñòî fo([x, y]).

Ôîðìóëû áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîòåðìû òèïà Ω. Ñîãëàñ-
íî (LT5) äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ ñóùåñòâóþò ôîðìóëû ∨(ϕ,ψ)
è ← (ϕ,ψ). Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî êàê ϕ ∨ ψ è ϕ ← ψ. Èìåþòñÿ
òàêæå ôîðìóëû ᵀ,p ϕ.

Îáðàòèì, îäíàêî, âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå Log è
äëÿ òåðìîâ è äëÿ êîòåðìîâ èñïîëüçóþòñÿ îäíè è òå æå ïåðåìåí-
íûå (ò. å. òåîðèè), à òàêæå îäíè è òå æå êàòåãîðíûå êîíñòðóêöèè
(ïðîèçâåäåíèÿ, êîïðîèçâåäåíèÿ). Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü ïåðå-
îïðåäåëèòü (LT7) è (I8) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(LT7') Äëÿ êàæäîãî òåðìà s òèïà L2 è ïåðåìåííîé y òèïà L1

èìååòñÿ òåðì s(λy) òèïà L1L2.

Ýòî ñëåäóåò ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî

(I8') Äëÿ ëþáîãî òåðìà s òèïà L′′, åñëè ïåðåìåííîé y íàä L′
íåò â ñïèñêå x̄, òî |s(λy)|x̄ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿþùåé òðàíñ-
ïîçèöèåé ||s||x̄,y : L′′ → L1⊕ · · · ⊕Ln⊕L′, ò. å. ìîðôèçìîì
|̂s|x̄,y : L1⊗· · ·⊗Ln →L′ L′′, òàêèì, ÷òî f = ||s||x̄,y◦|̂s|x̄,y, ãäå
f : L1⊗· · ·⊗Ln → L1⊕· · ·⊕Ln. Åñëè æå ñâÿçàííàÿ ïåðåìåí-
íàÿ y èìååòñÿ â ñïèñêå x̄, òî ýòî íåðåëåâàíòíîå ñîâïàäåíèå.
Òîãäà ìû çàìåùàåì y â s(λy) êàêîé-íèáóäü ïåðåìåííîé íàä
L′, íå ñîäåðæàùåéñÿ íè â s, íè â ñïèñêå x̄.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì âíóòðåííèé ÿçûê Log, â êîòî-
ðîì ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ ôîð-
ìóëû ϕ∧ ψ, ϕ → ψ,⊥,¬ϕ,ϕ ∨ ψ, ϕ ← ψ, ᵀ,p ϕ. Ïîäîáíûé ÿçûê
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ÿçûê äëÿ òàê íàçûâàåìîé
H-B-ëîãèêè, ÷üåé àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿâëÿþòñÿ ïîëóáóëå-
âû àëãåáðû (àáñòðàêòíàÿ àëãåáðà (A,∧,∨,→,←,¬,p ) íàçûâàåò-
ñÿ ïîëóáóëåâîé àëãåáðîé½ åñëè (A,∧,∨,→,¬) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
Ãåéòèíãà, à (A,∧,∨,←,p ) � áðàóýðîâîé àëãåáðîé [8, p. 8].

4 Âíóòðåííÿÿ ëîãèêà Log
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ âíóòðåííåé ëîãèêè Log, èñïîëü-
çóÿ âíà÷àëå ñõåìó ïîñòðîíèÿ ëîãèêè òîïîñà, ðàññìîòðåííóþ
Ê. Ìàêëýðòè. Ýêñòåíñèîíàëîì ϕ ïî ñïèñêó x̄ ÿâëÿåòñÿ ïîäîáú-
åêò L1 ⊗ · · · ⊗ Ln, êëàññèôèöèðóåìûé |ϕ|x̄. Áóäåì çàïèñûâàòü
ýòîò ýêñòåíñèîíàë êàê [x̄ : ϕ] è ÷èòàòü ýòó çàïèñü êàê ¾âñå x̄,
òàêèå, ÷òî ϕ¿. Íàïðèìåð, ìû ïîëó÷àåì

[x̄ : >] = L1 ⊗ · · · ⊗ Ln

[x̄ : ϕ&ψ] = [x̄ : ϕ] ∩ [x̄ : ψ]
[x̄ : ϕ → ψ] = [x̄ : ϕ] ⇒ [x̄ : ψ]
[x̄ : ϕ ← ψ] = [x̄ : ϕ] ⇐ [x̄ : ψ]

è [x̄ : (∀y)ϕ] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ êâàíòèôèêàöèþ
[x̄, y : ϕ] ïî ïðîåêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé y. Çäåñü ⇒ åñòü èì-
ïëèêàöèÿ, à ⇐ ÿâëÿåòñÿ êîèìïëèêàöèåé (ïñåâäîðàçíîñòüþ èëè
èìïëèêàöèåé Áðàóýðà).

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èñòèííîé, åñëè åå ýêñòåíñèîíàëîì ÿâ-
ëÿþòñÿ â òî÷íîñòè L1 ⊗ · · · ⊗ Ln, êîãäà x̄ ïðîáåãàåò ïî âñåì ñâî-
áîäíûì ïåðåìåííûì ϕ, ò. å. ïî âñåì òåîðèÿì L1 ⊗ · · · ⊗ Ln.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà ϕ âëå÷åò ψ, åñëè åå ýêñòåí-
ñèîíàë ñîäåðæèòñÿ â ýêñòåíñèîíàëå ψ. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ áóäåì çàïèñûâàòü [x̄ : Γ] äëÿ
ïåðåñå÷åíèÿ ýêñòåíñèîíàëîâ íàä x̄ âñåõ ôîðìóë â Γ. Â ÷àñòíîñ-
òè, [x̄ : ] = L1 ⊗ · · · ⊗ Ln äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî Γ âëå÷åò ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [x̄ : Γ] ⊆
[x̄ : ϕ] è x̄ åñòü ñïèñîê â òî÷íîñòè âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
èç Γ è ϕ.

Ñåêâåíöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå Γ : ϕ, ãäå Γ ÿâëÿåò-
ñÿ êîíå÷íûì (âîçìîæíî ïóñòûì) ìíîæåñòâîì ôîðìóë è ϕ åñòü
ôîðìóëà. Áóäåì ïîíèìàòü Γ : ϕ êàê óòâåðæäåíèå, ÷òî ôîðìóëû
èç Γ âëåêóò ϕ. Ñåêâåíöèÿ èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Γ äåéñòâèòåëüíî âëå÷åò ϕ. Â ÷àñòíîñòè, ñåêâåíöèÿ : ϕ ñ ïóñòîé
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ëåâîé ÷àñòüþ èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [x̄ : ϕ] ñîñòî-
èò èç âñåõ x èç L1 ⊗ · · · ⊗ Ln è òàêèì îáðàçîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ϕ èñòèííà. Åñëè íàì èçâåñòíî, ÷òî ñåêâåíöèÿ Γ : ϕ
èñòèííà, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü Γ ` ϕ.

Ëîãèêà òîïîñà, êàê èçâåñòíî [6, p. 129], ìîæåò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàíà â âèäå ñïèñêà ïðàâèë âûâîäà äëÿ ïîäîáíûõ ñåêâåí-
öèé, ò. å. ñ ïîìîùüþ ïðàâèë, äåéñòâóþùèõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ïðèìåíÿÿ èõ ê èñòèííûì ñåêâåíöèÿì, ìû ïîëó÷àåì èñòèííûå
ñåêâåíöèè. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå, êàê ýòî ÿâñòâóåò èç ïîñòðî-
åííîãî íàìè ðàíåå ÿçûêà äëÿ Log, íàøà ëîãèêà, ïîëó÷åííàÿ
ïîäîáíûì ñïîñîáîì, äîëæíà áûòü äâîéñòâåííîé, îòðàæàÿ íàëè-
÷èå äâóõ àëãåáð â Log � àëãåáðû Ãåéòèíãà è àëãåáðû Áðàóý-
ðà. Îòñþäà ïîäõîäÿùåé ñåêâåíöèàëüíîé ñèñòåìîé ó íàñ ìîæåò
áûòü ñåêâåíöèàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà Í-Â-ëîãèêè, êîòîðóþ ìîæ-
íî íàéòè â [7, c. 25].

∗
ϕ : ϕ

∗
: >

∗
⊥: ϕ

Γ : ∆
Γ : ∆, ϕ

(: îñëàáëåíèå) Γ : ϕ

Γ, ψ : ϕ
(îñëàáëåíèå :)

Γ : ∆, ϕ, ϕ

Γ : ∆, ϕ
(: ñîêðàùåíèå) Γ, ψ, ψ : ϕ

Γ, ψ : ϕ
(ñîêðàùåíèå :)

θ : Γ, ϕ, ψ,∆
θ : Γ, ψ, ϕ,∆

(: ïåðåñòàíîâêà) Γ, ϕ, ψ, ∆ : θ

Γ, ψ, ϕ, ∆ : θ
(ïåðåñòàíîâêà :)

Γ : Θ, ϕ ϕ,∆ : Σ
Γ, ∆ : Θ,Σ

(ñå÷åíèå) (åñëè êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ, ñâîáîäíàÿ â ϕ,
ñâîáîäíà â Γ èëè â ϕ)

Γ : ϕ,∆
Γ(x/s) : ϕ(x/s), ∆(x/s)

(ïîäñòàíîâêà) (äëÿ ëþáîãî òåðìà s, ñâîáîäíîãî
ïî x âî âñåõ ôîðìóëàõ)

Γ : ϕ

Γ : ϕ ∨ ψ
(: ∨ 1) Γ : ψ

Γ : ϕ ∨ ψ
(: ∨ 2) θ : Γ, ϕ, ψ

θ : Γ, ϕ ∨ ψ
(: ∨ 3)

Γ, ϕ : ∆ Γ, ψ : ∆
Γ, ϕ ∨ ψ : ∆

( ∨ :) Γ : ∆, ϕ Γ : ∆, ψ

Γ : ∆, ϕ ∧ ψ
(: ∧ )

Γ, ϕ, ψ : θ

Γ, ϕ ∧ ψ : θ
( ∧ :1) ϕ : Γ

ϕ ∧ ψ : Γ
( ∧ :2) ψ : Γ

ϕ ∧ ψ : Γ
( ∧ :3)

Γ, ϕ : ψ

Γ : ϕ → ψ
(:→ ) Γ, ∆ : ϕ ψ, Γ, ∆ : θ

ϕ → ψ, Γ,∆ : θ
(→ :)



76 Â.Ë. Âàñþêîâ

θ : Γ, ∆, ϕ ψ : Γ,∆
θ : Γ, ∆, ϕ ← ψ

(:← ) ϕ : Γ, ψ

ϕ ← ψ : Γ
(← :)

Γ, ϕ :
Γ : ¬ϕ

(:¬) Γ : ∆, ϕ

¬ϕ,Γ : ∆
(¬:)

Γ, ϕ : ∆
Γ : ∆,p ϕ

(:p)
: Γ, ϕ

¬ϕ : Γ
(p:)

Àíòåöåäåíò è ñóêöåäåíò ñåêâåíöèé â âûøåïðèâåäåííûõ ïðà-
âèëàõ íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíûìè.
Íàïðèìåð, â ïðàâèëå (∨:), åñëè ∆ åñòü (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî
ôîðìóë, òî Γ ïóñòî, à åñëè Γ åñòü (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî ôîð-
ìóë, òî ∆ ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç îäíîé ôîðìóëû. Ïðè ýòîì,
åñëè â Γ è â ∆ ôîðìóëû â êà÷åñòâå ãëàâíûõ ñâÿçîê ñîäåðæàò←
è p (→ è ¬), òî ñíà÷àëà ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ïðàâèëà âûâîäà ê
ôîðìóëàì â Γ (∆).

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííèé ÿçûê êàòåãîðèè ëîãè÷åñêèõ ñè-
ñòåì Log ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿçûê, ïîçâîëÿþùèé ðàññóæäàòü
êàê â ñòàíäàðòíîì êàòåãîðíîì (èíòóèöèîíèñòñêîì) êëþ÷å î ðàç-
ëè÷íûõ ïîñòðîåíèÿõ ñîñòàâíûõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, òàê è â ðàì-
êàõ ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîé ëîãèêè (ëîãèêè Áðàóýðà), êîãäà ñå-
êâåíöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîêàçàòåëüñòâà àëüòåðíàòèâ,
èñõîäÿ èç êàêîé-ëèáî ãèïîòåçû.
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